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QUELQUES REMARQUES SUR LA NOTION DE MODIFICATION AFFINE 


A. DUBOULOZ 


Resume. La notion de modification affine introduite par Kaliman et Zaidenberg permet d’in- 
vestiguer de maniere precise la structure des morphismes birationnels entre varietes affines. Dans 
cette note, on construit un contrepartie globale de cette notion. On en deduit une description 
analogue de la structure des morphismes affines birationnels entre varietes quasi-projectives. 

ABSTRACT. We construct a global counterpart to the notion of affine modification due to 
Kaliman and Zaidenberg p]. This leads to an explicit description of the structure of birational 
affine morphisms between arbitrary quasi-projective varieties. 


Introduction 


II est bien connu que tout morphisme projectif birationnel -k ■. Y ^ X entre varietes quasi- 
projectives sur un corps k s’identifie a Teclatement d’un sous-schema ferme de A. II est naturel de 
chercher une description analogue de la structure des morphismes birationnels ir : Y ^ X entre 
varietes afRnes, et plus generalement des morphismes afRnes birationnels entre varietes quelcon- 
ques. On pent remarquer tout de suite que si tt : T ^ A est un morphisme affine birationnel, 
alors il existe une immersion ouverte i : Y ^ Y de Y dans un A-schema projectif tt : Y ^ X 
birationnel a A. On pent ainsi identifier A a un ouvert d’un schema obtenu a partir de A en 
faisant eclater un certain sous-schema ferme Z de A. Si Ton suit cette approche, il reste ensuite a 
caracteriser precisement la structure du bord Y \ Y. 

Lorsque A est une variete affine, Kaliman et Zaidenberg p] construisent explicitement un A- 
schema projectif if : A —> A pour lequel A s’identifie au complementaire de la transforme propre 
(cf. 1121 ci-dessous) d’un diviseur principal D = div (/) sur A dont le support contient le sous- 
schema ferme Z que Ton fait eclater. Cela conduit a la notion de modification affine, qui englobe 
certaines constructions anterieures introduces entre autres par Zariski ^ et Davis Q]. 

Notre but ici est de generaliser le precede de Kaliman et Zaidenberg afin de decrire la structure 
des morphismes affines birationnels -k ■. Y —> X entre varietes quasi-projectives. Idealement, on 
cherche a construire un sous-schema ferme A de A, contenu dans un diviseur de Cartier effectif 
D, tel que A s’identifie au complementaire dans I’eclatement if : A —> A de A de la transformee 
propre de D, en un sens a preciser. Une approche naive du probleme consisterait simplement 
a appliquer le precede precedent sur un recouvrement affine convenable de A en esperant que les 
donnees locales correspondantes se recollent agreablement. Cela n’est a priori pas le cas, une des 
obstructions provenant par exemple du fait que le diviseur principal D = div (/) qui apparait dans 
la construction de Kaliman et Zaidenberg n’est pas defini de maniere canonique. Notre methode 
consiste par consequent a definir directement une contrepartie ’’globale” du precede de Kaliman 
et Zaidenberg. Cela conduit a la caracterisation suivante : 


Theoreme 0.1. Soit X une variete projective sur un corps k. Pour tout variete A et tout mor¬ 
phisme affine birationnel tt : A ^ X, il existe un sous-schema ferme Z C X, d’ideal T C Ox et 
un diviseur de Cartier effectif D S Div^ (A) contenant Z, tel que A soit isomorphe au X-schema 


<yi,D '■ Ai,d — Spec 


0(J®Ox(D)rr /(1-f) ^A, 


k n>0 
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et tel que tt : Y ^ X corresponde avec o'x,d via cet I’isomorphisme. Le morphisme <Ji^d ainsi 
defini sera appele la modification affine de X de centre (X^D). 


0.2. Expliquons en quoi I’enonce ci-dessus constitue une reponse au probleme initial. Tout d’abord, 
puisque par hypothese Z est contenu dans D, son ideal X contient I’ideal Ox {—D) de D. Par 
consequent, X (g) Ox [D) contient Ox, done en particulier la section constante 1, ce qui justifie la 
definition de Xj D’autre part, via Timmersion ouverte canonique 


j : lx.D -- Proj;, {^{X®Ox {D)T ^ ~ Proj^ 0 


k n>0 


i n>0 


Xx^D s’identifie au complementaire dans Teclatement tt :Y ^ X de Z du sous-scliema ferme 


= Proj^ 



Ox {D)Te 



de Y. Cela montre que Xx^d est bien birationnel a X, tout en definissant au passage ce qu’est la 
transformee propre du diviseur D. 


Exemple 0.3. Soit X une variete quasi-projective complexe, pi : X x C —> X le fibre en droites 
trivial sur X, Xq C X x C la section nulle de ce fibre, et soit D € Div'*' (X) un diviseur de 
Cartier effectif non nul. Soit Z = p*I) n Xg le sous-schema ferme de X x C defini par I’ideal 
Xz = OxxC (~^o) + OxxC p*b : T ^ X X C la modification affine de X x C 

de centre {Xz,D). Par construction, 

L ~ Specjfxc [ 0C>xxC {n {p*iD - Xq)) 

\n>{) 

s’identifie, en tant que X-scliema, au fibre en droites pi o <Jxz,d '■ L ^ X espace total du faisceau 
inversible Ox isomorphisme, correspond alors avec le X-morphisme 

induit par la section canonique de Ox de diviseur D. 

Cette note se compose de deux partie. La premiere passe rapidement en revue la notion de 
modification affine selon jH]. La seconde est consacree a la contrepartie ’’globale” de cette notion. 


1. Modifications affines selon Kaliman et Zaidenberg 

Dans ce paragraphe, nous rappelons la notion de modification affine d’un schema affine sous 
une forme legerement differente de celle introduite par Kaliman et Zaidenberg P]. 

Definition 1.1. On appelle modification affine d’un schema affine X = Spec (A), tout X-schema 
affine de type fini n : Y ^ X spectre d’une sous-A-algebre de type fini de I’anneau total des 
fractions Ka de A. 

Remarque 1.2. Lorsque X est integre, Ka s’identifie au corps des fractions Frac (>1) de A. Dans 
ce cas, toute sous-^-algebre de type fini B C Frac(A) definit un schema affine Y = Spec{B). 
Puisque Aet B ont le meme corps de fractions, I’inclusion A ^ B induit un morphisme birationnel 
tt-.Y ^X. 

1.3. Une sous-A-algebre de type fini de S C Ka est engendree par un sous-A-module de type fini 
J de Ka, encore appele ideal fractionnaire. L’ensemble F = {f G A, fj C A} des denominateurs 
de J est un ideal de A. Le choix d’un element f G F D K\ permet alors identifier J au sous- 

A-module f~^J C Af, ou J = fJ C A. En posant I = C A, on obtient finalement des 

isomorphismes de A-algebres 


B^A[J]^A[I/f]cAfCKA, 


ou A [///] = {a^//^ I fc > 1} s’identifie canoniquement au quotient ^ [(/ — 

de la ^-algebre de Rees 

•4l(/-0*]=©(r‘d"*“ 

n>0 

du sous-A-module f~^I = (1, J) de Ka par I’ideal principal (1 — t). 

Remarque 1.4. La A-algebre A [///] s’identifie aussi canoniquement au quotient A [It] / (1 — ft) 
de la A-algebre de Rees A[It] par I’ideal principal (1 — ft). On retrouve ainsi la definition d’une 
modification affine selon j^]. 

1.5. L’ideal fractionnaire J, le denominateur commun /, ainsi que I’ideal J de A permettant 
d’obtenir I’identification precedente ne sont evidemment pas uniques. Nous adopterons neanmoins 
la terminologie suivante, issue de [HI. 

Definition 1.6. Etant donne un ideal / de A et un element regulier f G I, \e X-schema 

(T //f : Xij = Spec {A[I/f]) —>■ X = Spec (^) 
est appele modification affine de X de centre {I,f). 

1.7. Puisque A[I/f] ~ A[It] / (1 — ft), I’immersion canonique j : Xj/f ^ X = Proj^(^[/t]) 
realise Xij comme I’ouvert principal X/ de X oil / ne s’annule pas. En consequence, le morphisme 
a : Xj/f ^ X se factorise, via I’immersion j, par I’eclatement Bl/ : X ^ X de X de centre I. 
Suivant |H], nous dirons que le sous-schema ferme — Proj^ {A [It] /ft), complementaire dans 
X de j (Xxj) — Xf est la transformee propre de D. L’exemple suivant montre que la transformee 
propre DY est en general distincte de la transformee stride D/ de D = div(/), definie comme 
I’adherence dans X de I’image inverse de D\V (I) par I’eclatement Bl/ ■. X ^ X. 

Exemple 1.8. Soient k un corps, A = k[x,y], I = (x,y) et f = G I. La transformee pro¬ 
pre du diviseur div (/) dans Proj^^ [xt, yt] ~ Proj^A [u, ?;] / (xv — yu) est donnee par I’equation 
{xu = 0}. Elle est done constituee de la reunion de la transformee stricte de la droite V (/) = 
{x = 0} et du diviseur exceptionnel {x = y = 0} de I’eclatement Bl/ : Proj^A [xt,yt] —> Spec (A). 

1.9. II existe cependant des cas ou la transformee propre et la transformee stricte de D coincident, 
comme le montre la proposition suivante (cf. aussi P3) • 

Proposition 1.10. Si I’ideal I C A est engendre par une suite reguliere oq = /, ai,..., Or, alors 
la transformee propre de D — div (/) coincide avec sa transformee stricte. 

Demonstration. Puisque la suite ao,...,ar est reguliere, I’algebre de Rees A[It] s’identifie, via 
rhomomorphisme Xi oR, i = 0,... ,r, a la A-algebre B, quotient de A [Xq, ..., Xr] par I’ideal 
engendre par les mineurs 2 x 2 de la matrice 

f ao • • ■ Or \ 

V Xo • • ■ Xr J- 

Ainsi la transformee propre DY et la transformee stricte D/ coincident puisqu’elles sont toutes 
deux donnees par I’equation {-Aq = 0} dans Proj^i?. □ 


2. Modifications affines generales 

D’apres ce qui precede, tout morphisme birationnel a :Y ^ X entre varietes affines s’identifie 
a une modification affine de X de centre {I, f) convenable. Dans ce paragraphe, nous cherchons 
a construire une contrepartie ’’globale” de ce resultat, a savoir une description de la structure des 
morphismes affines birationnels entre schemas quelconques en termes analogues aux precedents. 


2.1. Morphismes afiines birationnels. Rappelons tout d’abord qu’etant donne un schema X 
fixe, on dit qu’un X-schema t: -.Y ^ X est affine sur X s’il existe un recouvrement (^a) de X 
par des ouverts affines, tel que pour tout a, Tr~^ (Xa) soit un ouvert affine de Y. 

2.1. Dans ce contexte ’’global”, la correspondance bi-univoque entre les schemas affines de type fini 
X sur un corps k et les fc-algebres de type fini B = T (X, Ox), se transpose en une correspondance 
entre les X-schemas affines de type fini tt : Y ^ X et les Ox-algebres quasi-coherentes de type 
fini B = TT^Oy. Rappelons que le faisceau des germes de fonctions meromorphes ICx d’un schema 
X donne est defini comme le faisceau associe au pre-faisceau defini par ICx (U) = pour tout 
ouvert affine U = Spec (A) de X. La notion de sous-^-algebre de type fini de I’anneau total des 
fractions d’un anneau A admet alors la contrepartie suivante. 

Definition 2.2. Soit X un schema. On appelle Ox-algehre fractionnaire toute Ox-algebre iso- 
morphe a une sous-Ojc-algebre quasi-coherente de type fini du faisceau des germes de fonctions 
meromorphes ICx de X. 

2.3. Une Ox-algebre fractionnaire B C JCx definit un X-schema affine de type fini a ■. Y = 
Spec [B) —> X. Par construction, I’homomorphisme Ox B est injectif et induit un isomor- 
phisme ICx ^ cr*/Cy. Reciproquement, si ct : U ^ X un morphisme affine de type fini tel que 
I’homomorphisme cr** : Ox cr*Oy induise un isomorphisme a : ICx cr^flCY alors est injectif 
puisque les homomorphismes canoniques ix ■ Ox ICx et ct* {iy) '■ (J*Oy le sont. 

Ainsi, puisque Y est de type fini sur X, B = ((TH.C>y) C Xx est une Ojc-algebre fractionnaire 

isomorphe a cr^Oy. On obtient done la caracterisation suivante : 

Proposition 2.4. II y a une correspondance biunivoque entre les Ox-algebres fractionnaires et 
les morphismes affines de type fini tt :Y ^ X induisant un isomorphisme entre les faisceaux des 
germes de fonctions meromorphes sur X etY respectivement. 

Lorsque X est un schema integre, toute Ojv-algebre fractionnaire B est integre, et le morphisme 
structural tt :Y = Spec {B) X correspondant est birationnel. 

Corollaire 2.5. Si X est un schema integre, alors il y a une correspondance biunivoque entre les 
Ox-algebres fractionnaires et les morphismes affines birationnels de type fini tt :Y X. 

Exemple 2.6. Soient X un schema integre, X C Ox un ideal de type fini, S = et soit 

a : X = Proj (<S) ^ X I’eclatement de X de centre X. Pour toute section globale / G P {X,X), 
B = S/ {1 — f ) S est alors une Ox-algebre fractionnaire. Le AT-schema affine correspondant est 
canoniquement isomorphe a I’ouvert principal Xf de X oh f ne s’annule pas, i.e. I’unique ouvert de 
X tel que pour tout ouvert affine U C X, Xfr\a~^ (U) = Dy (/ |c/) dans a~^ (U) ~ Proj (P {U,S)). 

2.2. Modification affine d’un schema ie iong d’un diviseur. Par definition, une Ox-algebre 
fractionnaire B C Xx est engendree par ideal fractionnaire J C Xx de Xx- Cependant, sans 
hypotheses supplementaires sur X, le faisceau d’ideaux T des denominateurs de J, i.e. le faisceau 
defini localement par {/ G Ox \ f ■ J C. Ox}, n’admet plus necessairement de section globale. 

2.7. Supposons cependant qu’il existe un Ox-module inversible £ et un homomorphisme regulier 

non nul / : —> T. Puisque / est en particulier injectif, la composition 

J J ®T ^ J -T xOx 

permet alors d’identifier J" a un ideal fractionnaire de la forme J®L = J-C <Z Xx pour un certain 
ideal quasi-coherent de type fini J C Ox- D’autre part, puisque T C Ox, I’homomorphisme 
/ : ^ T ^ Ox correspond par dualite a une section reguliere globale s de C. En posant D = 

div (s), on a done une identification C ~ Ox (D), d’ou finalement I’identification J ~ J®Ox (D). 

2.8. Puisque D un diviseur de Cartier effectif, ~ Ox {—D) est un ideal inversible de Ox- 
Ainsi X = J"-l-Ox (,—D) est un ideal quasi-coherent de type fini de Ox, et Ton a des isomorphismes 
de Ox-algebres 


B~Ox [J]^Ox[I®Ox (D)]. 



On conclut alors comme dans le cas afRne que B s’identifie a la O^-algebre fractionnaire Ox [I/D], 
quotient de la Ox-algebre de Rees 

Ox [{T ® Ox {D)) t] = 0 (Z 0 Ox {D)r t" C ICx [t] 

n>0 

de I’ideal fractionnaire T (gi Ox (D) par I’ideal principal engendre par (1 — t). Cela conduit a la 
definition suivante. 

Definition 2.9. Etant donne un triplet {X,J,D) constitue d’un schema X, d’un diviseur effectif 
D G Div'*' (X) et d’un ideal quasi-coherent de type fini J C Ox contenant I’ideal Ox (—D), le 
X-schema affine 

'■ Xx,D = Spec (Ox [I/D]) X 

defini ci-dessus est appele la modification affine de X de centre {I,D). 

2.10. Pour des donnees locales {(X^, /i)jgj} du diviseur de Cartier D, Ox [D) |xi est isomorphe 
au sous-Oxi-module de Xxj engendre par f~^. La Ox^-algebre Ox [I/D] [x^ est alors isomorphe 
au quotient de la Oxi-algebre de Rees de I’ideal li =I ]xi de Ox* par I’ideal principal engendre 
par (1 — fit). Le schema Xx,d [xi correspondant s’identifie, via I’immersion ouverte canonique 

ji ■ Xx,D Spec (Oxi [lit] / (1 - fit)) ^ X,= Proj (Ox^ [Z*t]), 

a I’ouvert principal ^X^^^ de Xi. Lorsque les Xi sont affines, on retrouve evidemment la notion 
du paragraphe precedent. 

Exemple 2.11. (Complementaire d’un diviseur). Pour tout diviseur effectif D G Div’*’ (X) non 
nul, la modification ■ Xi^d ^ X de centre (Z = 1 • Ox,D) s’identifie a I’immersion ouverte 
du sous-schema Xg^de Proj (S (Ox (D))) ~ X ou la section canonique de Ox (D) de diviseur D 
ne s’annule pas, c’est a dire au complementaire du support de D dans X. 

On obtient finalement la contrepartie globale suivante de la notion de modification affine selon [H] . 

Theoreme 2.12. Soit X une variete quasi-projective sur un corps k. Alors tout morphisme affine 
birationnel de type fini tt :Y ^ X est une modification affine de X de centre (Z, D) convenable. 

Demonstration. Puisque X est integre, ICx n’est autre que le faisceau constant TZx des functions 
rationnelles sur X. Soit dont J C TZx un ideal fractionnaire generateur de tt^Ox, et soit T I’ideal 
des denominateurs communs de J. Puisque X est quasiprojectif, il existe un Ox-module inversible 
ample L. Ainsi, pour un certain n>t),T®CX admet un section globale non nulle. On en deduit 
un homomorphisme injectif / : —> X a partir duquel on pent appliquer la construction decrite 

precedemment. □ 
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